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Exercices d’Analyse (suite)

n
Exercice 1 Soient (u,),>2 définie par u, = H COS(%) et v, = unsin(;—n).
k=2

1. Montrer que (u,),>2 est convergente.

2. Montrer que (v,),>2 est une suite géométrique. En déduire la limite de (uy,)n>o2-

Exercice 2 On définit par récurrence les suites (U, )nen €t (V,)nen par :

(un)2 v _ (Un)z
w, v, " w, o,

up = 1,00 = 2, up1 =

1. Montrer par récurrence que l'on a u, > 0 et v, > 0.

2. Montrer que les suites (u,)nen €t (v, )neny décroissent. En déduire qu’elles convergent vers
¢ et ¢’ respectivement. Montrer que 'on a ¢/ = 0.

3. Montrer que la suite (v, — uy,)nen est constante. En déduire £ et £

Exercice 3 Soient (u,)nen €t (v,)nen deux suites de nombres réels telles que 0 < uy < vy et

Uy + U N .
—~ " Montrer qu’elles convergent vers la méme limite.

Upt1 = y/UpUp €6 Uy = 9

Exercice 4

1. Soit (uy,)nen une suite de nombres réels telle que les suites extraites (ug, )nen €t (U2nt1)nen
convergent vers une méme limite ¢. Montrer que (u,),en converge également vers /.

n
—1)*
2. En déduire que la suite (u,)nen de terme général u,, = % converge.
k=0 (2k)!
. . . , Uy +ug + Uy
Exercice 5 Soit (uy,),en une suite de nombres réels et v, = ! 2 “ oun € N*.
n

1. Montrer que si (u,),>1 converge vers ¢, alors (v,),>1 converge vers . La réciproque est

elle vraie?
n

2. Calculer lim ZM

n—-+o0o 1 271]{3 + k‘

a
3. Soit (ay)ns0 une suite telle que lim (a,;1 — a,) = £. Prouver que lim — = /.
n—-4o00 n—4+o0o N

Un+41

4. Soit (up),>1 une suite strictement positive telle que lim = /(. Démontrer que

n—-+oo Unp,
lim (u,)Y™ = ¢.
n——+00

n
1
Exercice 6 Pour tout n € N* on note u,, = g — et v, = u, + —. Onrapelle que e = lim wu,,.
p k! nln n—00

1



1. Montrer que les suites (uy),>1 et (v, ),>1 sont adjacentes. En déduire une valeur approchée
1

1000
2. Démontrer que e est irrationnel.

de e a

Exercice 7 Une suite (u,),en est dite de Cauchy lorsque, pour tout € > 0 il existe N € N tel
que, si m,n > N alors |u, — u,| < .

1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy. Montrer que toute suite de Cauchy

est bornée.

, 1 1 +2 o
2. Soit u, = 1+ =+ ...+ —. Montrer que, pour tout p € N, ug > pT En déduire que
n

(tn)nen tend vers l'infini.

3. Une suite (u,)nen satisfait au critere C’ lorsque, pour tout € > 0 il existe N € N tel que,
sin > N alors |u, — u,41| < €. Une suite satisfaisant au critere C’ est-elle de Cauchy ?

4. Montrer que les trois assertions qui suivent sont équivalentes :

(a) Toute partie majorée de R admet une borne supérieure et toute partie minorée de
R admet une borne inférieure.

(b) Toute suite de Cauchy est convergente.

(¢) Deux suites adjacentes sont convergentes.

Exercice 8 Soit (u,) définie par ug et uy strictement positifs et w, 1 = u, +u,_1 pour n > 1.

Up+1

1. Montrer que lim( ) existe et la déterminer. Que remarquez-vous ?

n

. Un+1 . .
2. Soit a,, = ——. Exprimer a,., en fonction de a,,.

n

3. Montrer que asg, et as,+1 sont adjacentes.

4. Déterminer un rationnel r tel que ‘r — %5‘ <1073,
Exercice 9 Déterminer (u,,) telle que
1wy =1, uy = 3, Upro = Uy — 4uy,.

2. ug =1, u1 =1, Upio = dUpi1 — OUy,.
Exercice 10 Déterminer les suites bornées qui vérifient u, 1o = 3u,11 — 2u,.

Exercice 11 Déterminer les suites convergentes qui vérifient 2u, 1o = Tupi1 — 3uy,.

U0:2 et{un+1:un+vn

Exercice 12 Déterminer les suites (u,) et (v,) qui vérifient
Upa1 = Uy — Uy

U0:—2

Exercice 13 Montrer que la suite (Sg‘n")neN est de Cauchy et que la suite ((—1)” + %)neN ne
I’est pas.

Exercice 14 Montrer que la suite définie par

cosl cos2 cosn

e T R

est une suite de Cauchy. En déduire sa convergence.



Exercice 15 Montrer que toute sous-suite extraite d’une suite de Cauchy est aussi une suite
de Cauchy.
Montrer que si (u,) est une suite de Cauchy, on peut trouver une sous-suite (u,, ) de (u,) telle
que :

Vp € N, Vg = p, |up, — un,| < 2—1p.
Exercice 16 Une suite (z,,) est définie par une relation de récurrence x,,1; = asinx, + b ou
a est un nombre réel de ]0, 1] et b un nombre réel quelconque. Montrer que pour tout p € N,
|p41 — x| < @P|z1 — z0|. En déduire que la suite (z,,) est une suite de Cauchy.
Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeur approchée de lim x,, & 107 pres si
on suppose a = 1/2, b=525=17

Exercice 17 Soit f une fonction continue de [0, 1] dans lui-méme telle que f(0) = 0 et pour
tout couple (x,y) de [0,1] x [0,1] on ait | f(z) — f(y)| = |z — y|.

1. Soit z un élément de [0, 1]. On pose xy = z et x,41 = f(x,). Montrer que la suite (x,,)nen
est convergente.

2. En déduire que f(x) = x pour tout x € [0, 1].
3. Le résultat reste-t-il vrai sans ’hypothese f(0) = 07

Exercice 18 Soient f et g équivalentes au voisinage de a et strictement positives. Montrer que
si f admet en a une limite dans R différente de 1 alors In f ~ Ing.
a

Exercice 19 Etudier en +00 et —oo la fonction flx)= Va3 +1+Va2+ a2+ 1.

Exercice 20 Calculer les limites de
sinzIn(1 4 z?)

en 0.
T tanx
! i
n(l + sinx) en 0.
tan(6z)

3. (In(e +z))= en 0.
4. (In(1+ €))7 en + oco.

In(1+ z)

r—1.
Inx )

Exercice 21 Trouver un équivalent simple en +o00 de (

Exercice 22

Limite en + oo de V23 + 22 — Va3 — 22

Equivalent en + oo de \/22 + V24 + 1 — 2v/2

tan(ax) — sin(ax)
tan(bx) — sin(bx)

Limite en 0 de

Limite en % de (x — %) tan(z + %)

Limite en — de cos(x) — sin(z)
4 (4x — m)tan(z)

3



tan(z — z cos(z))

Equivalent en 0 d
dtvaient en B e sin(x) + cos(z) — 1

Lo T T T\ 2
Equivalent en 1 de (tan(2 x) + tan(z + Z>> (cos(m + Z))

Limite en 0 de xm
1 ,
Limite en 5 de (22° — 3z + 1) tan(r z)

(sin(z))™®) — 1
(tan(z))=® — 1

Limite en 0 de

Equivalent en + oo de

Exercice 23 Soit (f,)nen une suite de fonctions réelles. Montrer qu'il existe f : R — R telle
que Vn € N, f,,(t) = o(f(t)) si t — oo.

Exercice 24 Montrer que pour tout z € R, ,sin(x) < z.

Exercice 25 Pour tout x €|1, 400 on pose f(x) = xIn(z) —z. Montrer que f est une bijection
de |1, +oo[ sur ] — 1, +o00[. On pose g = f~! I'application réciproque de f. Calculer g(0) et ¢'(0).

Exercice 26 Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée pour les applica-
tions suivantes :

1. f:x»—>sin(§)swc7é06tf(0):
2. g:xHxsin(é)six%Oetf(O):
3. h:xHxQSin(i)six#Oetf(O):

Exercice 27 Soit g une fonction 2 fois dérivable sur [a, b] telle que g(a) = g(b) =0et g"(x) <0
pour tout x €|a, b[. Montrer que pour tout = €]a, b, g(z) >

Exercice 28 Soit f une application continue de [a,b] & valeurs dans R dérivable sur ]a,b|.
Montrer que si lim f'(x) existe, f est dérivable en a.
T—ra

Exercice 29 Soit f : Ry — R} une fonction bornée deux fois dérivable et telle qu’il existe
a > 0 tel que, pour tout x € Ry, on ait af(z) < f’(z).

1. (a) Montrer que f’ a une limite en +oo. Quelle est la valeur de cette limite ?
(b) Montrer que f est décroissante et que lJirm f(z) =0.
2. (a) Soit g : x + af?*(z) — (f'(x))?. Montrer que g est croissante et a pour limite 0 en
00.
(b) En posant f(z) = h(z)exp(—+/az), montrer que, pour tout z € R, : f(x) <

f(0) exp(—v/ax).



Exercice 30 Pour tout n entier supérieur ou égal a 2, on considere le polynome de degré n a
coefficients réels :
P(X)=X"+ X"+ X?+X -1
1. Soit n > 2. Montrer que P, a une unique racine réelle positive que ’on nommera A,. (On
pourra étudier I'application X — P,(X).)

2. Montrer que la suite (\,),>2 est croissante puis qu’elle converge vers une limite que I'on
notera £.

3. Montrer que ¢ est racine du polynome X2 + X — 1. En déduire sa valeur.

Exercice 31 Soit f une fonction d’un intervalle I a valeurs dans R dérivable sur I. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est strictement croissante sur I.

2. f' est positive ou nulle sur [ et {x € I; f'(z) > 0} est dense dans [.

Exercice 32
1. Soit f une application de R dans R dérivable en 0. Montrer qu’il existe une application
¢ de R dans lui-méme telle que Vo € R : f(z) = f(0) + 2 f'(0) + ze(z) et glcg% e(z) = 0.
Donner une interprtation géométrique de ce résultat.
2. En déduire les limites des suites (uy)n>1 €t (v,)n>1 définies en posant, pour tout n € N* :
Up = (n®+1)5 —n et vn:(1+%)%.
3. Construire un exemple de suite (w,),>1 avec, u, < 1 pour tout n > 1 et telle que

lim w, = 1. (On pourra s’inpirer de I'exemple de (v,),>1 ci-dessus.)
n—oo

1 1
Exercice 33 1. Montrer que pour tout z > 0 on a : o] < log(x + 1) —log(z) < —.
T x

1 1
2. En déduire que pour tout entier n > 1:log(n +1) < 1+ 3 + -+ — < 1+log(n).
n

3. Posons u, =1+ 5 + -+ + — —log(n) Montrer que la suite (u,),en est décroisante et
n
convergente.

Exercice 34 Soit P(X) un polynome a coefficients complexes de degré 3 ayant trois racines
distinctes. Montrer que les racines de P’ sont dans le triangle ayant pour sommet les racines

de P

arctanx — sinx

Exercice 35 Déterminer la limite en 0 de —.
tanx — arcsinx

Exercice 36 Développements limités en 0 de :

1. cosz.In(1+ x) a lordre 4.

2. a l'ordre 4.

CoS &
3. arcsin (In(1 + z?)) & Pordre 6.
b
4. w a l'ordre 4.
x

5. (1+ x)lfw a l'ordre 3.



Exercice 37 Pour chacune des fonctions suivantes, donner les conditions sur (z) pour que
ces fonctions soient des développements limités au voisinage d’un point et a un ordre que vous
préciserez.

1. filz) =2 — = +2°%()

3 i) = -2+ T2 o 2

4. fi(x) ::1:2—:1:—1—1+é+—6(33)

5. fs(z) =2* + 3z 7z + 1+ (x — 1)%(x)

6. fo(x) = (z =2+ (z —2) = 2+ (z — 2)e(2)

7. fo(x) = {2z + 2% + 1 + 2%e(z) H{—x + 3+ 2? — 2%c(x)}

Exercice 38 1. Développements limités en 1 & I'ordre 3 de f(z) = /7 et de g(z) = ev®
2. Développement limité a l'ordre 3 en zy €|0;7[ de h(z) = In(sinz). En déduire un

, . ™
développement limité en 5

Exercice 39 Etudier les branches infinies des fonctions :
1. f(z) =22 arctan(ﬁ).

z—1
3xz+1"

2. g(z) ==

Exercice 40 Déterminer :
. 2tanz — sh 2z
im

20 (1 — cos 3z) arctan

arctan x 1
Exercice 41 Soit ¢ la fonction £ — ——— — —.
(sinz)? 22
1. Donner le domaine de définition de g.
2. Montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable.
3. Déterminer la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par
rapport a celle-ci.

3

T 2 1
Exercice 42 Soient f : 1z — . etg:x— (x+1) exp(—l) deux fonctions. Déterminer
x? — xr —

si leurs graphes respectifs ont des asymptotes puis la position de ces graphes par rapport a

celles-ci.

Exercice 43 Montrer que, pour tout x réel vérifiant |z| < 1 :

T + sin 2x

— | < 2
9+ 22 -3

3

520 Calculer £ (0) pour
T

Exercice 44 Soit f I'application de R dans R définie par f(z) =
tout n € N.




Exercice 45 Soit a un nombre réel et f une application de classe C? de ]a, +00o[ & valeurs dans
R. On suppose f’ et f” bornées; on pose My = sup|f(x)| et My = sup | f"(z)|.
r=>a

r=>a

1. En appliquant la formule de Taylor en = et x 4+ 2h, montrer que, pour tout x > a et tout
1
h>0,ona:|f(xr+h)< th—i—EMO.
2. En déduire que f’ est bornée sur |a, +o0].

3. Etablir le résultat suivant : soit g 3]0, +00[— R une application de classe C? & dérivée
seconde bornée et telle que lim g(z) = 0. Alors lim ¢'(z) = 0.
T—00 T—00

Exercice 46 Soit P € R,[X] tel que P > 0. On pose Q = P + P’ + ... + P(™. Montrer que
Q=0.

Exercice 47 Soient a et b deux réels tels que a < b et f € C?([a,b],R). Montrer qu'il existe

¢ €la,b[ tel que f(b) = f(a)+ (b — a)f’(a—H) )

3

9 f"(c) (on pourra utiliser Taylor-
b

“T0 ).

(b—a
)+ 24

Lagrange entre a,

1
Exercice 48 Soit f : [0, 1] — R une fonction de classe C'. Montrer que lim cos(nt) f(t)dt = 0.

n—oo 0

Exercice 49 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C! telle que f(a) = f(b) = 0. Posons
b 2

b—
M = sup,¢jqy |f'(7)]. Montrer que ]/ ft)dt| < M( 4a)

. (Indication : faire des dévelop-
T b
pements limités de z — / f(t)dt et z — / f(t)dt).

Exercice 50 Soit f continue sur [0, 1] avec f(1) # 0, montrer :

/1 " f(t)dt ~ @

n

n t n
lim e 2 (1 — —) dt
n—oo 0 n

2(u71).

En déduire :

On posera u =1 — % puis v = ue
Exercice 51 Soit f une application C? de R dans R telle que f + f* > 0. Montrer que :

Ve e R, f(z) + f(z+m) > 0.

=t
hio o / -
. logt
Domaine de définition, continuité et dérivabilité, variations, limites aux bornes de ce domaine,

et lim M, lim M, éventuellement convexité.
z—oo T Tgx—0 T

Exercice 52 Etudier la fonction :



Exercice 53 Soit f une application continue par morceaux de R dans R possédant une limite
{ en 400, telle que [ f existe; montrer que £ = 0.
Soit f une application uniformément continue de R* dans R telle que fooo f existe. Montrer
que :

lim f(x)=0.

Tr—00
Exercice 54 Soient n € N* et z,...,x, €]0,+o0][.

. i 1
1. En utilisant la concavité du log, montrer que (2 ...z,)n < Bf=tin,
1
Ly + L

xq R 7%

2. Montrer que (z .. .xn)% >
3. En déduire que n! < ("TH)”

Exercice 55 Soit f une fonction C? sur R convexe croissante et non constante. Montrer que

AAAAAA

Exercice 56 Soient p et ¢ €]0, +o0] tels que % + % =1.

1. Montrer que Vz,y > 0 zy < %p + %.

2. Solent x1,...,Zn, Y1,...,yn > 0 tels que > 2 = > y? = 1. Montrer que > z;y; < 1.
i=1 i=1 i=1

3. Soient z1,...,%n, Y1,...,Yn > 0. Montrer 'inégalité de Holder :

S < (3> !
=1 =1 =1

4. Soit p > 1. En écrivant (z; + v;)? = zi(x; + vi)P~ ' + yi(x; + y;)P ', montrer 'inégalité de
Minkowski :

n n n

O @ity <2y + O

i=1 =1 =1

hSA

n n
5. Soit (a,) une suite strictement positive, u, = };a% et v, = l; <. Montrer que si (uy)
converge alors (v,,) aussi.
Exercice 57 Soit f € C*(R) convexe.
1. Montrer que f’ admet une limite dans R en +o0.

2. En déduire que % admet une limite en +oo (on pourra utiliser des € et une formule de
Taylor a 'ordre 1).

Exercice 58 Soit f : R — R convexe majorée. Que dire de f? Et si f: RT — R?

n n
Exercice 59 Soit (a,)nen € (R+*)N,un = k;ai,vn = 1;1 %. Montrer que si (uy), converge
alors (vy,), aussi.

Exercice 60 Montrer que :

Vn € N, V(a1, .., z,) € (RT)", 1+ (ka> < <1+ka) .

k=1



Exercice 61 Soit f: I — R convexe ou [ est un intervalle ouvert de R, dérivable en zy € I et
telle que f'(x¢) = 0. Montrer que xy minimise f sur I.

Exercice 62 Etudier 'existence des limites suivantes :
X 2
L limey)-0,0) 773 3

: cvyz+z3
. hm(m,y,z)—)(0,0,0) 223 fyz2"

2

3, hm(x’y)ﬁ(oyo) Z;l—i‘y%'
. :I/l4

4. hm(x,y)—>(070) a:Lny

5

. TY+yz
- lim(ay )-(0,0,0) 7707 152
Exercice 63 Soit

(z+y)sin 2

0 sizy =0

. l . O
f:R* =R, f(w,y)Z{ ny s

Démontrer que les deux limites itérées

lim lim f(z,y)

lim li
z—0 y—0 et yl_I}I(l] mln(l] f(l’, y)

n’existent pas, et que

lim
(z,9)—(0,0

f (z,)
existe et est égale a 0.

Exercice 64 Etudier la continuité des fonctions définies sur R2 par

ey = s si () # (0,0,
fl(an) =0
fala) = 5 i () # (0,0)
£2(0,0) =0

Exercice 65 Etudier la continuité sur R? de la fonction suivante :

1.
_ ] #L sy £0,0)
flwy) = { 6y sinon.
2.
) s si(ay) £(0,0)
fw,y) = { 6 sinon.
3. \
_ zf y6 Si ("L‘ay) 7é (O’O)
fw,y) = { 6y sinon.
4.
] siwy) #0,0)
fwy) = { 6 sinon.



YR
f(x,y):{ y*sing  siy#0

0 sinon.
6. .
] e siz #0
UG { 0 sinon.
R? — R
2% — ¢
Exercice 66 Soit f: ¢ (z,y) — :L'y R si (x,y) # (0,0)

)

(0,0) — 0

Etudier la continuité de f. Montrer que f est C'. Calculer les dérivées partielles secondes en
(0,0). Que remarque-t-on ?

Exercice 67 Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :
g(zy) = fle+y)  May) =f@"+y")  klzy) = fzy)

Exercice 68 Ecriver la formule de Taylor de second ordre pour chacune des fonctions suivantes
au point (xg, yo) donné.

L f(z,y) = Sin(f +2y), (20,90) = (0,0);

2. f(z,y) = 2+y2+1, (0, 40) = (0,0);

3. flx,y) = eV cosay, (z0,y0) = (0,0);

4. f(z,y) = sm(a:y) + cos(zy), (zo,y0) = (0,0);
5. flz,y) = et~ D cosy, (20, y0) = (1,0).

Exercice 69 Pour chacune des fonctions suivantes etudiez la nature du point critique donné :
1. f(z,y) = 2* — 2y + y* au point critique (0,0);
f(x,y) = 2% + 22y + y* + 6 au point critique (0,0) ;
flz,y, 2) = 22 + y* + 222 + Yz au point critique (0,0,0);
4. f(z,y) = 2> + 22y? — y* + 22 + 32y + y? + 10 au point critique (0, 0).
Exercice 70 Calculer [, = [[(z + y)e “e Vdxdy ou D = {(z,y) € R*/x,y > 0,z +y < 1}.
D
Calculer I, = ff(x2 +y?)dxdy on D = {(z,y) € R*/2? + y* <z, 2> + y* > y}.
Calculer I3 = ff T dedy ou D = {(z,y) € [0, 12/z% +y* > 1}
Calculer I, = {)f ycos(l, Jeosmridrdy ot D = [0, 5] x [0, 3.

Calculer I = [[[ zdzdydz o D = {(z,y,2) € (R")*/y* + 2 < 1,2? + 2 < 1}.
b

Calculer I5 = [[ zydzdy ou D = {(x,y) eR?/z,y >0, 2—2 + Z—j < 1} avec a,b > 0.
D

Exercice 71 Représenter et calculer le volume de {(z,y,2) € R®/ —1 <z < 1,2 + y? < 22 + 1}.

n

et v, = Inu,.
Iy
n"t2

nle

Exercice 72 Soient, pour n > 0, u,, =

10



1. Etudier la serie de terme général w, ou, pour n > 2, w, = v, — v,_1 et w; = v;.

2. En déduire, en utilisant la convergence de la suite des sommes partielles de w,, que la
suite w, converge vers A > (.

22n(n!)2
~——— = /7. En déduire un

Indication : Exprimer n! (respectivement (2n)!) en fonction de wu, (resp. de wusg,) et
remplacer-les dans la formule de Wallis.

3. Déterminer A en utilisant la formule de Wallis : lim,,

équivalent de n!.

o
-1 n—1
Exercice 73 Soit S = Z% Donner une valeur approchée de S en garantissant une
n
n=1

erreur inférieure ou égale & 1073.

Exercice 74 Etudier la série de terme général

an2vn

:moua>0,b>0.

U,

Indication : Chercher un équivalent suivant les valeurs de b.

Exercice 75 (Utilisation des régles de Cauchy et d’Alembert) Etudier les séries de termes
généraux
1.
x .
—~=---sin — avec x > 0.

Uy = msinxsin
" V2 v

= an*({ _ Zyn
v e ( n)

Exercice 76 (Comparaison a des séries de Riemann et équivalent) Etudier les séries
de termes généraux

1.
2
™
U, = c0OS(——) avec a > 0
(2n2 +an + 1>
2.
Uy = eV
3. .
Up
Exercice 77 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs, on suppose que lim(—+1) = 1
Un
et que
Up, o 1 .
H_1-—40(=),ota>0 8>1.
Uy, n np
Un . . N .
On pose v,, = n%u,. Etudier *1 et montrer que (v,) a une limite finie. Application : Etudier
Un
la série de terme général
1 1
Uy, = Vn!sinlsin — ---sin —.

V2 vn

11



Exercice 78 Déterminer la nature de la série de terme général :

L (e Vi) 00
1 1 Inn
2. —In(l+ —), —
vn ( +\/ﬁ)’ In(em — 1)’
Exercice 79 Etudier, suivant les valeurs de p € N, la nature de la série de terme général :
+214 .- 4nl
(n+p)!

Exercice 80 Calculer les sommes des séries suivantes, en montrant leur convergence :
—-n
1. Z@O(n +1)3

n
2. —_
Zn4+n2+1

n=0

nlnne—\/ﬁ

Uy —

Exercice 81 Soit u, une suite décroissante a termes positifs. On suppose (D u,) converge.
Montrer que

lim (nu,) = 0.
n—oo

Indication : Encadrer Z; 41 Ux pour n > p. Puis revenir aux définitions des limites avec les
epsilons.

Exercice 82 (Examen 2000) En justifiant votre réponse, classer les dix séries > u,, suivantes
en 4 catégories

— GD : celles telles que u,, ne tend pas vers 0;

— 7D : celles qui divergent et telles que limu,, = 0;

— AC : celles qui convergent absolument ;

— SC : celles qui convergent, mais non absolument.

(Attention : pour pouvoir répondre, certaines séries demandent deux démonstrations : par
exemple pour montrer que Y u, est SC, il faut montrer que »_ u, converge et que »_ |u,|
diverge.

n=1 n n? n=1 n=1

Z {——log(l—I——)} ; ZZ_!5Z(1_(1_%)”)’

n=1 n=1 n=1
=90 41000 & (1]
le; le—cos— Zsm 7n) sin( ) 2(;027371/%)'

Exercice 83 (Examen 2000) 1. On rappelle que la série harmonique alternée converge et

a pour somme
— (

n=1

n

—log 2.

o 00 1 1 o] 1 1
Montrer la convergence des deux séries > 3o | (577 — 5¢) €t D opey (m — 5-) et calculer
leur somme a 'aide du rappel ci dessus.

12



2. Décomposer en ¢léments simples la fraction rationnelle 5—.
3. Montrer la convergence de la série Y -, met calculer sa somme a l'aide de ce qui
précede.

4. L’intégrale impropre floo Ll;i;—‘z_r converge t-elle? Si oui, la calculer.
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